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����� ���� ,������� ����� �� ������ ���� ��� ���� ,������� ���� �� ����� ����� ����
��������� ������� ���� ,������������ ���� �� ���� ������ .���� ���� �� ������� �� ����
������ ���� �� ����� ��� �� .����� ������ ������ ���� ����� �� ���� �� �� �������� �����

.���� ������ ���� �� ��� ,���� ���� ���� ������� ����

����� ��� ,��� �������� ���� ��� �� ������ ��� ����� ����� ?������ ��� ����� �� �� 1.1?������ ��� ����� �� �� 1.1?������ ��� ����� �� �� 1.1
���� ����� �� ��� ����� ���� �� ���� ���� ,��� ����� �� ����� ���� ����� ���� ������
������� ����� .����� ���� �� �� ���� ���� ������� ���� ���� ���� ��� .��� ������� ���
����� �� ���� ����� ��� ����� ��� ��� ,���� �������� �� ������ ��� ���� �� �����
������� ����� �� ������ �� ���� ������� ������ �� ��� ������� �� �� ���� ����� ���� .���
������� A ����� �� ������ ���� �� ���� ��� .������� �������� ���� ,����� ������ �����
�� ����� ����� ���� �� ���� �� ���� .���� ���� ����� ��� ����� ,��������������� �� ����� ����� ��

.����� ������ ��� A �� ������ ��� ������ ����� �� ����� ��� ������� A �����
,���� .����� �� ������ ������� �� ������ ��� ����� �� ������� �� ������ ����� ����� ���
���� �� ������ ��� ��� �������� �������� ������ ��� �� �� �������� ���� ����� �����
������������ ������ ��� ���� ������ ������ �� ��� ����� .�������� �������� �� ������ �������� ����
��� �������� ������� ���� ���� �������� ������� ����� ����� ������� �� �� .(structure)
����� ������ ,������ �� ,���� ,�� ,�������� ������� �� ����� ,����� �������� ������� ����

.��� ������ ��

,���� .����� �� ���� ���� ���� ���� .����� ��� �������� ������� �� ������� ������� 1.2������� ������� 1.2������� ������� 1.2
������ ������ y-� x �� .�������� ������ ������� ������� ������ �� 1-� 0 ������� ��������
���� ������� ������� �� ���� ��� .1-� 0 ��� �������� ������� ������ ���� �� ��� ������
������ ������� ������� �������������� �������������� �������� ����� �� �������� ������ ������� ������� �������������� �������������� ������� :�����
"�����"-� "���� ����" ����� ""����" ���� ���� ��� ����� �� ����� ���� .����� �� �������� ��

.���� ����� �����
������� ,�������� �������� ����� ,2, 3, . . . , 9 ������� �� ������ ������� ������ �������
������ ,������ ����� �� ����� �������� ���������� O ����� ,������� �������� ����� e-� π

������ ������� �� ����� ��� ������ ������ �� ����� .������� ����� ����� ������ �� ∅
.c0, c1, . . . ������� ������

0 ����� ���� �� ,���� ��� ���� ����� �� ����� ���� ����� ����� ��� ���� ������ ��� ����
���� ��� 0 ������� ���� ������� ���� ��� ��� 0 ����� .����� ��� 0 ������ ���� ���� ���
.������� �� ������� ���� ���� ��� ��� ����� �� ������ ���� .������ ���� �������� ����� ����
���� ���� �� ���� ����� �� ��� �� ����� �� ����� ������ �� ������� ��� ������ ����� ������
��� ������� �� ����� �� ����� ����� ��� .���� ��� ���� ����� ���� ����� ��� ������ ��

.����� ������ ���� �� ���� ������ ����� ��� ��� ����� ����� ������ ,�����

����� �� ���� ���� ���� ����� .x, y, z, u, v,w ������� ��� ���� ����� ������� �������
" y2 = x -� �� y ����� ���� x �����-�� ����� ���" ������ ,���� .������ ������ ��� ������� �����
��� ����� ������� .��������-��� �������� �� �� "����" ��� ��� ������ ����� ���� ���� x

�� AB = AC �� ABC ����� ���" ������ ,���� .����� ������� ������� �������
.�������� ������ �� ��� ������ ������ �� �� ������ �� A,B,C ������� " 6 BCA = 6 CBA

����� ,���� .������ �"� ������� ������ ���� ��� ��� ���� ����� ����� .������ ����� 1.3������ ����� 1.3������ ����� 1.3
��� ���� �������� ����������� ,������ �"� ������� 9 �� 0-� ������ ������� �� ��������
����� ���� ���� ����� ��� �������� ���� ���� ����� ����� ,����� ���� �� ���� ����� .������
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���� ,����� ������� �� ��� �������� ������� ������ ������ �� �� ,��� �� .���� ����� ���� ��
������� .������� ����� ���� {∅} ������ ������� ����� .�������� ������� ������ ,2+3 -� −1
.������ ������ �������� ������� �� ��� ������ ������ ���� �� �� ������ ������ ���� ���
������� ������� ��� ������ ������� ��� �������� ������ ������� ���� �������� �� �����

."AB ����"-� x + 2 �� ���� ������� .�������� �� ������
���� �� .������ ����� �"� 7-�� 5-� ������ ������ �� ���� ��� ? 5 + 7 ������ ���� ��
��� ��� ������ ������ �"� A,B ������� �� ������ ���� �� ���� ��� ?"AB ����" ������
������� ���� ��� ����� ������ ,����� ����� ,������� ��� �� .���� ����� ���� �� ������
�������� �� ������ ��� · ���� ����� ����� + ������ ����� ���� ����� ���� .������ �������
������� ������� 3 ·x+4 ·y -� 3 ·x �������� ��� �������� ������� ������� 9 · (5+7) -� 5+7

.�������� ��
���� ������ ������� ������ ����������� ����������� ����� �� ������� ���� ������ ����� ������ �������� ����
�� ����� ������ ������ �� ,���� ������� ������� �� ��� ,����� ������ ������ .����� ������
�� ��� .����� �� ������ ������� ������� �� �� ����� �� ������ ��� �� ������ �� �� �������
����� ������� ������� ��� ,−x ������ ����� ����� ��� ,������� �� ����� ������� ������� �����

.������ ���� ���� ����
,������ ������ ����� �"� �������� ������� ������� �� �������� �������� ��� .��� ���� 1.4��� ���� 1.4��� ���� 1.4
5 + 7 ���� ,�������� ����� ������� �������� .��� ������� ������� ���� ���� ,����� �� ������ ��������

.������ ��� ���������� ��� ���������� ��� ���� ���� ,9 · (5 + 7) -�
������� {∅}-� ��� �������� �������� ,·-� + ���� ����� ������ ������� ����� ������� �� ��
����� �� ����� ���� ��� .4x+3y ������ ���� ��� ������ �� ���� ����� ."AB ���"-� ��� ������
.����� ����� �"� ������ ������ ������� �� ��� ����� ������� ��� ���� ���� ���� ����� ����
�������� + ����� ��� ,����� ���� ����� �������� ��� ��� ���� ������ ������-�� ����� �����
������� ���� ,������ �� ����� �������� ���� ������ ����� ����� ������ ,3 + (y − 8) -� 5 + 7
����� ������ − ����� ����� �� .���� ���� �� �������� ������� ,���� ����� �"� ������� ���
������-n ����� �� ����� ��� G-� ��� ���� t1, . . . , tn ��� ,−x · y -� −6 �������� ������ ���
������� �� G ������ �"� ������ ����� �� ����� ����� ��� G(t1, . . . , tn) �� ����� �� G

��� ���� ������ ���� ����� ���� ��� ���� ���� ������ ��� ����� .���� ������ t1, . . . , tn -�
���� ���� ��� �� ����� ���� �� ���� ����� �������� ,���� �� ���� ��� ������ ���� .����
����� A ���� An-� ������� ��� A �� F ������ n ����� ��� ����� .����� ������� ����� ������
������ �� ��� .F ������ ���� ��� ����� ���� ������ A ����� ������� ���� ������ ,������ A

����� ��� ������ �� ����� ���� ����� �� ���� ����� ��� ������ �� ����� ����� �� ����� ��
.���� ������� ����� ��� ,����� ������ ,������ ������ ����� �� ����� +,−, · ������� ,���� .���

.������� ���� ������� ��� ���� ������ ���� ���� �����
���� ,����� ,������ .a �� ������ ��� t-� ���� ����� �� a ���� ����� ���� ��� �� ��� t ��
.���� ���� ���� �� ��� �� ����� ������ ���� ��� ��� ����� ������ ����� .���� ����� ����
���� ,���� �� ������ ��� ���� �"� �������� ������ �� ������ �������� �� ������ ���� ���
������� ������� ������ ���� ,�������� �������� �� ����� ,���� .������ ����� ���� ,���
���� �� �� ����� ����� ��� �� ,+ ������ ����� ����� 0, 1 �������� �� ������� 0, 1 �������
����� ����� 0, 1 ������� ������� �� ������ �������� ������ �� .������� n �� 1+1+ . . .+1
�� .�������� �������� ���� ��� ��� ,�������� �������� ��� ���� �� ,���� ��� �� + ������
����� ��� �� �� �� ��� ���� �� − ������ ����� ���� �� �� ������ ���� ����� ���� �����
������ ������ 0, 1 ������� ������� �� ������� �������� ������ �� .��� ����� ��� ���� ,�����
��� ������ ,���� �� ������� �������� ������ �� �� �� ���� ���� �� ����� ������ ,������
��� ���� ������ ��� ���� �� ��� ������ ������ ��� �� �������� ���������� .���� ����� ����



2002 ������� 26 �������� ��� ���� 4

,���� ��� �� ����� ���� ����� ����� ���� ��������� ������ �������� ����� �� .�� ��� �����
���� �� ������ �� ����� .����� �� ��� ����� ����� ����� ���� �� ��� ����� �� ������� ���
���� ������� ����� ���� �� ������ �������� �� ,���� ��� ��� ����� ����� ���� �� �����
,���� �� ���� ���� ,���� ��� �� ��� ������ ��� ������ ����� .������ ���� �� ���� ������� ���

.���� ��� ���� ����� ���� ����
������� ��� ����� �� ����� ����� ����� ���� ������ ��� ���� ����� �� .����� ���� 1.5����� ���� 1.5����� ���� 1.5
�� ���� ����� ����� ���� ������� ������� �� ������ .��� ������ ��� ����� �� ������ ���� �����
���� .���� ��� "����� ���� �� ��� ������ ���� ����� ��""-� ,���� ��� " 1 + 1 = 2 " ���� .���� ��
�� ������ ����� ������ ��� ������� ����� ��� ."���� ��� x " ��� ������ �� ���� ������� �� ����
��� ��� .�������� �������� �� < ���� ���� ������ .�������-�� ������ ����� ����� .A �����
���� ���� �� ��� .����� ������ ���� ��� ������ ������� �� �������� ������ ����� ���� �� ?��
��� .8 6< 6 -� 3 6< 3 ������ ��� ���� ,〈8, 6〉 -� 〈3, 3〉 ������ ���� ����� ,5 < 7 ������ ��� ���� ,〈5, 7〉
'� ����� ����� �� ��� ,����������� ����� ����� ��� ����� ���� ��� ���� ����� ������� ������
,���������� �""� ������ ���� ��� ���� ���� .�������� �������� �� ���� ��� �� ����� ����
���� ������� ����� .������ �������� �������� ������� �� ���� ���� �� ������ ��������
�������� �� ���� ��� �� .��� ���� �� �������� ������ ����� �� ����� �� ��� ����� ���

.��� ����� ���� ���� ���� ������� ������ .{〈x, y〉 | x < y} ������ ��� ��������
��� �� ����� ���� .����� ���� ����� ���� ����� ,���� ���� ��� �������� ����� ����
,(���) F -�� ,True �� ����� ,(���) T -� ������ (truth values) ��� ������� ������� ���� ��� ����� ����� �����
��� ,���� �� ������� ���� ����� ������ ��� ���� ����� �� ����� ������ .False �� �����
������ �� �������� ������ ����� ���� .������ ���� ����� ����� �������� �� ����� ������
��� ,��� ��� �� �� �� ������ �� ���� ���� ��� ��� ��� �� ������ ��� �� ��� ,���� ��
����� ����� ����� .��� �� ����� ��� ������� ���� �� ,��� �� ����� ���� ����� �� �����

.��� �� ����� ���� ������ ���� ������� �� �������� ���� �������� ������ �����
�� �������� A ����� �� R ����� �� ��� ������� ��� ����� ���� ����� ����� .������ 1.6������ 1.6������ 1.6
����� ������ ��� .{T ,F} ���� ���� ����� ���� ,A ����� �� ������ ����� ���� ,A2 ������
�� .R(x, y) = F �� ��� ������ ��� ���� ����� ,R(x, y) = T �� A �� x, y ������� ��� ���� R

�������� ��� N �������� �������� ����� �� ���� ���

R(x, y) =
{

T x < y ��
F ����

n ����� ,n > 2 -� .������� ��� ������ ���� ����� ������� ������ ���� ���� ���� �����
��� ,��� ,An-� ������ ������� ����� ,A ����� �� ���-n �� ������� ����� ������ A �� �������
��� ������ ������ ��� .����� ���� ����� �� ��� .{T ,F} ���� An �� ��������� ,��� �����

.{T ,F}-� A-� �������� ��� ,A-� ������ ������ A �� ������� ����� ���� �������
������ ����� ��� .����� �� ������ ��� ���� ��� ��� �� ��� ��� ����� ����� ����� ���
��� ,����� �� ��� ���� �� ���� ����� �� ��� ,���� ,���� ����� ���� .P,Q,R,S ������� ����
���� ���� .��� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ��� ���� ������ ����� .����� ������ ������� ����
������� ����� ����� ���� ���� ��� �� ����� ���� �� ���� ����� �������� ���� �� ���� ���
��� ����� ���� �� ����� ������� ���� ������ ,������ A ����� ��� ��� ��� ��� ����� .�����
����� �� ������ ,�� ���� ����� ,��� ����� ��� ��� ��� ����� ����� ����� .R ���� ����
���� ����� ������� ������� ������� ���� .��� ����� ��� ���� ���� �� < ����� ,������
����� ���� ������� ����� ,R ���� ,������ ������ ������� ������� ������� ������� ������

.R ��� "��������" ����� ������
������ ����� ����� ��� A �� .A ����� ������ ������� ���� ��� A �� ������ �����
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����� �� ,���� .2m2
��� ��� A �� ������ ������ m2 ��� ������ �� ������ ����� �� m ������

������ ������ ��� ���� ,����� ������ ��� .�������-�� ����� ������ 30-� ����� �� ������ 5 ��
�� ��� ,���� ���� �� ��� ���� ����� ������ ���� ��� ��� .����� �� ������ �� ���� ������
�� ��� �� ���� ������ x, y ������ ��� .������� �� �� ����� ,����� ��� ��� ,���� ������ ����
.≈ ��� ���� ����� ���� ���� ����� ,= �������� ����� ����� ��� �� ������ ����� .����� ����

.≈-� = ������� ������� ��� ���� �����

��� ,���� .���� ������ ����� ������ ��� ���� ������ ���� ���� ������� .������� ������� 1.7������� ������� 1.7������� ������� 1.7
x > 1 �� .1 + 1 < 1 ��� 1 < 1 + 1 ������� �� 1 + 1-� 1 ���� ���� ����� ����� ������
����� �� ��� ����� .(formula) ��������������� ��� ���� �� ����� ���� ����� ����� .���� ���� ���
����� ������ ����� ��� ?��� ����� ����� �� .����� ��� t1 R t2 ������ t1, t2 ��� ����� R
���� �� ������� ,n 6= 2 ���� ,������� n R ��� ������ .R ���� ������ t2-� t1 �"� ��������
���� ���� �� ������ ��� ����� ����� ��-n-� ������ ����� ��� R(t1, . . . , tn) ������ ,n = 2

.���� R ������ R ���� �� ������ t1, . . . , tn

����� �� ,������ ������� ����� ����� 0 ≈ 1 �� 1 < 1+1 ��� ,������ ����� ����� �����
����� ,x− y < z + 2 -� x ≈ 1 ��� ,���� �� ��� ����� ������ ����� ��� ����� .����� ,�����
��� ���� ��� ����� .������������������ ���� ������ ������ ����� �"�� �������� .������� ���� �� ����

.���� ���� x ≈ 1 ��� ����� ��� ,�����

�������� ����� ������ ������ ������� ������� �� ���� ,����� ���� ���� ������ �����
�������� �� ,���� .������������������ ����� ����� ����� ���� ������ ������ ,������������������ ����� ,������
����� ������ �� .������ ��� 2 + 2 ≈ 3 ������� ,������ ��� 0 < 1 + 1 ������ ,��������
������ �� .����� ����� ���� ������� ������� �� �������� ����� ���� ������ ��� �� ������
����� ������ ��� .4-� ������ x ���� ���� ������� ����� 4-� x ���� ���� ������ 2 + x > 5

.����� ����� ����� �� φ ���� ���������������

���� .����� ����� ,���� �� ������� �� ������ ���� ��� .������� ������� ,������ 1.8������� ������� ,������ 1.8������� ������� ,������ 1.8
.����� �� ���� ������ ���� ,������� ����� ����� ��� ���� ����� ���� ���� �� (statement)
.����� ������ �"� ����� ����� ���� ���� ���� ."���� ����" ����� �� �"� ����� ���� ���� ����
”Romeo loves ����� �"� �������� "����� �� ���� �����" ����� �"� ������ ���� �"�� ����� ����
." y �� ���� x "-� "20 �� ��� x " ���� ������� ������� ������� �� ��� �������� ��� .Juliet”
�� ������ ��� ������ ��� ��� ,������� �"� ������ ������� ,������ ��� �� ,�������� ����

.0 < 1 ����� �"� ���� 1-� ��� 0-� ����� �� .������ �"� ������ ��

������ ������ ������ �� ����� ���� ��� �� ����� ���� �������� ����� .�������� ������ 1.9�������� ������ 1.9�������� ������ 1.9
������ ���� �� ����� ����� .���� ��� ��� ,���� �� ���� ����� �"� �������� ������ ����

.��� ���� ����� (���� '��� ���� ������ '��) �������� ������ �"�

������ �� ����� ¬φ ������ φ ����� ��� .¬ ������ ������������������ ��� ��� ����� ����� ����
���� y-� ����� ¬(y ≈ x + 3) -� 2-� ��� ���� x-� ����� ¬(x < 2) ���� .����� φ-� �� ��

.��� ����� �� ���� ��� ��� ����� ��� �� ����� �� ��� ��� �� ��� .x + 3 -�

�������� ��� �� ������ .∧ ������ ("��" ����� �� ����� ��) ������������������ ��� ��� ����� �� ���
x-� ����� 1 < x ∧ x < 3 ������ �� .ψ ��� φ �� ����� ������ φ ∧ ψ ������ �� ����� φ, ψ

ψ-� φ ���� ������ ��� φ ∧ ψ ������� ���� �������� ������� �� ������� .3-� ���� 1-� ����
.��� ���� ��� ������� ������� �����

����� ��� ���� φ ���� ¬φ-� ������ ���� ,��� ���� ����� ������ ������ ������ �����
�"� ,������ �� A,B,C -� ���� ,����� ��� ABC -� ���� ��� ���������� ,���� .����� ������
¬(x ≈ y) ������ �������� ����� ����� ������ .¬(A ≈ B) ∧ ¬(A ≈ C) ∧ ¬(B ≈ C) ������

��� ����� ��� ABC-� ������ ������ ,x 6≈ y ������ ������ ���� �������� �����
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.A 6≈ B ∧ A 6≈ C ∧ B 6≈ C

�������� ��� �� ������ .∨ ������ ("��" ����� �� ����� ��) ��������������� ��� ��� ���� ����� �� ���
���� ������ ����� ��� / �� ,���� .ψ �� φ ����� ������ φ ∨ ψ ������ �� ����� φ, ψ

������ �� �������� ��������

x ≈ 2 · (x/2) ∨ x ≈ 2 · (x/2) + 1 (1)

������ �� "������ �����" �� ������ ���� ��� P �� .������ �� ���� ��� x-� �����

x ≈ 2 · (x/2) ∨ P(x) (2)

�������� �������� ���� ��� �� x ���� ����� ��� ,(1)-� .������ �� ���� ��� x-� �����
�������� ���� ����� ��� ,������� �� �������� ��� x = 2 ������ ���� ,(2)-� .������ ��� �����
" ψ �� φ " ������ ���� ,������ ���� .x = 2 ������ ���� �� ������� ���� (2) ������ ��
������� ��� ��" ����� ��� ����� �� ����� ������ φ, ψ -� ��� ������ ��� �������� ������
������ ��� �������� ������� ,"������ ����� �� ���� �� ���������� ������� ��� �� �� ��������
������� "��" ."������ ���� ���� �� ���� �� ����� ����� ��" ����� ��� ������ φ, ψ -� ���
.(exclusive or) "����� ��" ���� ����� ������� "��"-� ,(inclusive or) "���� ��" ���� �������
���� �������� ������� �� ������� .����� ��� �� ����� �� ����� "��" ����� ������� ����
���� ������� ������ ��� ψ-� φ �������� ���� ��� ����� ���� ������ ��� φ ∨ ψ �������
,������ φ, ψ -� ��� ������ ����� �� ���� ���� ������� ����� ����� .������� ����� ψ-� φ

.(φ ∨ ψ) ∧ ¬(φ ∧ ψ) ������ �"� ����
��� �� ������ .→ ������ ("�� . . . ��" ����� �� ����� ��) ������������������ ��� ��� ����� �� ��� ���
������� ���� ������ ��� ���� ." ψ �� φ ��" ������ φ → ψ ������ �� ����� φ, ψ ��������
���� ������ ���� ."��" �� ����� ������ ��� ������ ���� ��� ��� ������ ���� "�� . . . ��" ����
������� ���� �������� ���� ����� ��" ����� ���� .������� ����� ��� �� �� "�� . . . ��" �����
. . . ��" ����� ������ �� ������ ���� .��������� ������� ����� ��� �������� ������ "��������
����� �� ��� ."����� ��� �� ������ ����� ������� �� �� ��" ����� ��� ���� ������ �� "��
��� ��� ���� �� ����� �� .����� �������� ��� ����� ���� ������� ������ �� ,������� ��
������ ������� �� ����� �� ����� ���� ��� ��� ,����� ���� ���� ������ ����� �� �������� ����

.������ ����� ��� ������ �� �������� ������ ����� ��� ������ ������� ,������ ����� ��
������ ���� ," ψ �� φ ��" ������� ,φ → ψ ����� ��� ������ ��� �� ������� �� ����
���� ���� ��� ."����� ��� �������" ��� ψ-� "������ ����� �� ������� ��" ��� φ �� �������
���� �� ������� ����� ψ-� φ �� .������ φ ���� ����� ���� ��� φ → ψ ������ ��� ��
��" ����� �� ����� ���� ������ ����� �� ������ ������ �� ���� ������ �� ,������ φ → ψ -�
���� �� ������ ψ-� ������ φ �� .��� ������� ���� "����� ��� �� ������ ����� ������� �� ��
��" ����� �� ����� ����� ������ ����� �� ������ ������ �� ���� ������ �� ,������ φ → ψ -�
����� �� ���� ��� .��� ������� ����� ���� ������ "����� ��� �� ������ ����� ������� �� ��
��" ����� ����� �� ����� ������ ����� ��� ������ ���� .����� ��� φ ��� ������ �����
��� ��� ���� ������ ���� .����� �� ����� ��� "����� ��� �� ������ ����� ������� �� ��
����� ����� ���� ,����� ���� ����� ���� ��� ���� ������ �� ���� �� �� ��� ,�� ����� �� �����
�� ������ ����� ��� ������ ������� ���� "���" ���� �� �� ����� ���� �� .�� ����� ��� ���
�� �� ��" ������ ��� ����� ,�� �� ����� ����� ������ ,������ ����� ��� ����� ����� �����
������ ����� �� �� �� ��� ����� ���� ,���� ����� ���� �� "����� ��� �� ������ ����� �������
�� ��" ������ ������ ����� ��� .���� ����� ���� �� ����� ���� ����� ����� ������ ����� ��
����� ��� �� ��� ������ ����� ��� ����� ��� ����� "����� ��� �� ������ ����� ������� ��
ψ-� φ ���� ������ φ → ψ ������� ������� ���� ���� ��� .����� ����� ��� ����� .�� ��
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������ φ ���� ������ ��� φ → ψ ������� ,�� �� ����� ψ �� ��� ����� φ ���� ��� ,�������
���� ������ ����� ������� ����� ���� ������ ���� ������� ���� �������� ������ .������ ψ-�

.���� ������ ����� ���� ����� ��� �� ������ ���� "�����" ����� �� "�����" ��� ��

. . .������ ,". . . �� ��� �� . . ." ����� �� ����� ��) ������������������ ��� ��� ����� �� ���� ���� �����

." ψ ��� φ " ������ φ ↔ ψ ������ �� ����� φ, ψ �������� ��� �� ������ .↔ ������ (". . . ���
����� ψ-� φ ���� ��� ������� ����� ψ-� φ ���� ������ ���� φ ↔ ψ ����� ���� ��� ������
����� .������ ��� ������ ������ ��� ψ-� φ �������� ���� ��� ���� ������ ���� ,�������
��� ����� ������ ,���� ����� �� ����� ��� ���� ���� ������ �� ����� ���� ���� ��� ����
φ ↔ ψ -� �� �� �� ,��� ��� ���� ������ �� ���� ������ �� ����� .������ ������ ��� ����
.(φ → ψ) ∧ (ψ → φ) ������ �"� ��� ,(φ ∧ ψ) ∨ (¬φ ∧ ¬ψ) ������ �"� ���� �� ���� �����
�������� ���� ������ ��� ��� ��� ����� ������ �� ,φ ↔ ψ ������ ����� ��� ��� ���

.(φ → ψ) ∧ (ψ → φ) �� (φ ∧ ψ) ∨ (¬φ ∧ ¬ψ)

������� ������ ��� ��� �� ���� .���� �� �������� ������ ���� �� ������ ��� .������ 1.10������ 1.10������ 1.10
���� ������ ,��� ��� ���� ����� ��� ,F (x) R G(H(y), x) → (H(z) ≈ G(y, z) ∨ xR z) ���
���� ,�� ����� ���� �� " a + b ≈ b + a ���� �� x + y ≈ y + x ���� y-� x ��� ��" ��� ����
����� ������� ���� ����� ��� ������� ���� ������ �� ������ ��� �� .���� �� ��� �����
��� ,���� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ������ �� �������� �� ���� .����� ���� ����
��� ,��� ����� ��� ���� ����� �� ������� ,��� ����� .����� ����� ��� ���� ���� �� ������

.����� ���� ���� ����� �� ����� ���� ����� ����� ,������

.���� �������� �������� ���� ����� ∃-� ����� ��������� ��������� ���� ����� ∀ ��� ��������������� ������� ������ ��� ����� ����
-��� ,φ ������ ������ ����� ����� ,��� �������� ���� ����� ���� ������ ��� φ ����� ������
���� x ���" ������ ��� ���� �������� �� .∃yφ -�� ∀xφ -� ��� ,���� ��� ���� ������� ���
,���� ,��� x �� ���� ������ ����� ,��� ���� ,���� ��� φ ������ ." φ-� �� y ����"-� "φ
.∃y(y + y ≈ y) -� ��� y �� ���� ������ ����� ���� ψ-� ,∀x¬(x < x) -�� ∀x(x ≈ x) -�
����� ����� �� ���� .���� ����� y �� x ���� ����� ∀x∃y(x < y) ����� ��� ���� ������ �����
����� ��� ����� ����� .�������� ������ �������� ����� ����� ����� ,�������� ��������
������ �������� ����� ����� ����� ������ �������� ����� ����� ���� ,∃x∀y(y + x ≈ y)
���� ����� ,∃x∀y(y + x ≈ y) ����� �� ����� ������ �������� ���� ,����� ������ .��������

.��� ����� �� ����� ���� �������� ������ ��������

����� ���� ������ ���������� ���� ������ ���������� ���� ������ ����� ������ ������� ���� ���� �� ������ ���
����� "����� ����" ����� ����� .������ ����������� ����������� ����� ������� ,(First Order Predicate Calculus)
����� ,�������� ������ �� �� ����� ���� �� ������� ������� ���� ��� ��� ��� .�����

.��� ���� ������� ���

��� �� ���� ��� ����� ��������� ��� ���� ���� ������ �������� ����� ���� .������� 1.11������� 1.11������� 1.11
,������ ����� ,������� ������ ������ ����� �� ��� ���� ����� .����� ����� �������
����� ������ ,������� ��� �� ����� ��� ������ ����� ���� �� ��� ��� .≈ �������� ����� ������
��� ������� �������� ������ ���� ,���� ,���� �� .��� ���� �������� ������� �� �� ��

.L = {+, ·, <}
�� ����� ������ ��� ��� .����� ���� �� L = {+, ·, 0, 1} ���� ������� ���� ����� ����
�"� �������� ������ ��� ��� ,��� ������ ,·-� ,����� ������ ,+ ��� ������� �� ������ ��� ��

.��� ����� ,1-� ,��� ����� ,0 ��� ������

.�� ���� �� ������ ������ ����� ������ ����� ���� ��� �����
∀x∀y(x + y ≈ y + x) ������ ������ ��� .�

." y + x-� ���� x + y ,y ���� x ���" ��� ������ ����
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∀x∀y∀z((x + y) + z ≈ x + (y + z)) ������ ������ ��� .�
∀x(x + 0 ≈ x) ������ ���� ���� ��������� .�
∀x∃y(x + y ≈ 0) ���� ���� ���� .�
∀x∀y∀z((x · y) · z ≈ x · (y · z)) ���� ������ ��� .�
∀x∀y∀z(x · (y + z) ≈ x · y + x · z)

���� ������ ���� .�∀x∀y∀z((y + z) · x ≈ y · x + z · x)
.�������� ������� ���� �������� ������ ��� ������ ������ �������� ������� ����

,������� ������ ������� ���� ,���� ����� ��� ������ .��������� ���� '�-'� ������� �� ������ ����
.������� ��� 3× 3 ��������� ,������� �������

∀x∀y(x · y ≈ y · x) ���� ������ ��� .� :�� �� ����� ��� �� ������ ��������� ��������� ��� ���� ���
1 6≈ 0 ������� ��� ������� ������ ��� ����� �� �������� �� �������� �� ��� ��� ����� ����� ��

(¬(1 ≈ 0) -� ����� ��)
∀x(1 · x ≈ x ∧ x · 1 ≈ x) ���� ���� 1 ����������

:����� �� ������ ����� �� ������ ��� ��� ���������
∀x(x 6≈ 0 → ∃y(x · y ≈ 1)) ����� ���� ����

������� p︷ ︸︸ ︷
(. . . (1 + 1) + 1) + . . .) + 1 ≈ 0 ����� �"� ������ ��� p ������ ��� ��� ����� ����� ��

������� �� ��������� ������ �"� ���� ���� 0 ������ ��� ��� ����� ����� ��

������� n︷ ︸︸ ︷
(. . . (1 + 1) + 1) + . . .) + 1 6≈ 0

������ ∀p ����� �"� ��� ����� ����� ���� �� ���� ������� ����� �� .n > 1 ����� ���
.����� ��� ���� ����� ��� �� �������� ��-1-� ����� ���� ���� ���� ��� ��� ���� ���� �� ,�����

.��� ���� �"� ������� ���� �� ���� ����� ���� �� ���� ��� ��� ��� ���� ���� �����
.����� ������� �� ������� L = {+, ·, 0, 1} ���� ������� ���� .� .������� 1.12������� 1.12������� 1.12

.����� ��� x (i)
.1 ��� ������ �� ������� �� �� ���� ����� x �� ,x ��� (ii)
.x ������ ���� �������� x-� ����� y ���� 0 ����� x ��� (iii)

.1 �� 0 ��� ������� 3 �� ��� ���� �� ,0 ��� 1 ��� ��� ��� ��� ������� 6 �� ���� �� (iv)
.������ �� a, b �� ������� x-� �������� ������� (v)

.0 ���� x �� ����� ������� �������� �� ��� .��� ��� ��� ����� �� ������� ������ ��� (vi)
.����� �� ������� ������ ��� (vii)

�� �� 0 ��� ����� ����� ,���������� �� ��� ����� �� ��� �� ����� ��������� ��������� ���� ���� ������ ��� .�
.��� ����� ���� ���� .0 ��� ������� ��� �����

������� ,���� .���� ���� �� ����� 1 ����� ���� ��� ������� ��� �� ������� ���� ���� ��� .�
.������� ���� ����� ����� �� ,n ���� ��� ��� ���� ,������ ������

����� �� ���� �� �� ���� ���� �"� 0 ����� ��� ��� ����� ����� �� ����� ���� ��� ������ ���
.���� ���� �"� ������� ���� ��� �����

����� �� ���� ,���� ������� ����� ���� S ����� ����� �� ��� ��� ���� ����� ��� ������
��� ������� ���� ����� ��� ������ ������� ,������� ��� 3 × 3 �������� �� ����� ���
�� ���� ��� ����� �� .S �����-��� ���� ���� �"� ������ ������ �� ���� .����� �������
∀x(S(x) → ∀y(x · y ≈ y · x)) ����� �"� ����� ���� ����� �� �� ���� ����� S ������
∀x∀y(S(x) → x · y ≈ y · x) �"� �� ��� ����� �����
∀x(S(x) → ∃y(S(y) ∧ y · y ≈ x)) �"� ����� S �� ���� �� ����� ��� S �� ���� ���� ����� ��
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∀x∃y(S(x) → S(y) ∧ y · y ≈ x)) �"� ��

.��� ����� ����� �� ����� ������ ������ �� ,S �� ����� �� ���-�����-�����-�� ����� S .� .������� 1.13������� 1.13������� 1.13
����� �����) ����� ������ ���� ����� ��� �� ��� �� ��� S �� ����� �� �� ��� ��� ����� ��
������� ������ �� ���� ���� .S-� ���� �� S �� ���� ���� ( S-� ������ S ����� �� �������

.��� ������
��� �� S �� ���� ���� ������ �� S-� ������� ������� ������ ���� ����� ����� �� ���� .�

.S-� ���� ��

��� < ����� ������� ������� �� .�����-�� ��� ���� ��� < �� L = {<} ���� ��� �����
:�� ������ ��� ���� ��� ���

∀x¬(x < x) ������������
∀x∀y∀z(x < y ∧ y < z → x < z) �����������

����� �� ����� �� ��� �� ��� ��� ��� ��� �� ���� ��� ��� ��� < ��
∀x∀y(x 6≈ y → x < y ∨ y < x)

������ �� x, y ����) y-� x ��� ���� z-� ������ ����� ���� L = {<} ���� .� .������� 1.14������� 1.14������� 1.14
.���� x, y �� ���� �� ,(�����

��� ��� ��� ≤-� ������� ������� �� ���� �����-�� ��� ���� ��� ≤ �� L = {≤} ���� .�
."-� ���� �� ���" �� �����

�� ,(����� ������ �� x, y ����) y-� x ��� ���� z-� ������ ����� ���� L = {≤} ���� .�
.���� x, y �� ����

��� ���� ��� ��� ��� ���� ��� .����� ���� ����� ���� ���� L = {+, ·, 0, 1, <} ���� .�
�� ,����� ���� ����� ��� :����� ��������� �"� ���� ���� ���� ���� ������ ��� ����� ,���
�"� ���� ������� �� ��� .x · z < y · z �� �� 0 < z -� x < y �� ,x + z < y + z �� �� x < y

.L ���� ������
���� ,������ ���� �� �� (0-� ���� ,�����) ����� ���� ��� �� ����� ���� ���� F ���� ��� .�

.L ���� ������� ��� ������ ��� .F -� ���� �� F ��� ������� ����� �������

�� ����� ����� ������ ����� .�������� ���������� ���� ���� ���� ���� ������ ��� �����
������ ������� ���� �� .������ �� ��� ��� �� �������� ��� ������� ����� ���� ���� ��� ������
x, y, z ���� B ���� ������ x, y, z ������� .E �����-���� ���� B �����-��� ��� ,����� ���
������ x, y, z, u ������� .( z-�� x-� �����) z-� x ������� ��� ����� y ������� ��� ��� �� ������

.L = {B,E} ��� ������ ��� .zu ���� ����� ���� xy ���� ���� �� E ����

.��� ��� �� ������ x, y, z �������� ������ ����� ���� .� .������� 1.15������� 1.15������� 1.15
��� y ,��� �� ����� ������� ���� �� z-� x ��� y �� ,x, y, z ������� ���� ������ ����� ���� .�

.y-� x ��� ���� z-� ,x-� z ��� ��

.��� ��� �� �� ������ ����� ������ '�1.15-� ��� ������ ����� ���� ������ ���� ���
�� �� ������ ����� ���� .φ(x, y, z) -� ���� ���� ����� ����� ��� '�1.15 �� ������� ������
φ(x, y, z) ��� ���� ������ ������ φ(u, v,w) ������ u, v,w ���� ,����� ������� x, y, z �������
u, v, w �������� ������ ����� ��� φ(u, v,w) -� ����� .u, v,w -� �� ������ x, y, z �������� ��
������ x, y, z �������� ����� �� .φ(x, y, z) ������ ������ ������� ��� ���� .��� ��� �� ������
�� ������ ���� ������ u, v �������� ��� ������ x, y-� ����� �� .¬φ(x, y, z) �"� ����� �����

.x 6≈ y ∧ ¬φ(x, y, u) ∧ ∃z(φ(x, y, z) ∧ B(u, z, v)) �"� ����� �� ���

.�� ��� �� �� ����� ������ u, v �������� ��� ������ x, y-� ������ ����� ���� .� .������� 1.16������� 1.16������� 1.16
������� ��� ���� ����� ��� ���� ����� ���� ������ �� ������� �� ����� ���� ���� .�

.������ �� ���� ��� ���� �� ��� �� ������ �� ������ ��� �� ���� ���� �� ,������

�� ������ �� ����� �� ������ ����� ��� ������ �� �������� �� ��� �� ����� �� ����
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.������ ��� ������� �� �� ��� ������� ����� ����� ��� ���� ��� .��� ��� �� ����� ������
���� .����� �� ����� ����� ��� ,����� ���� ���� ����� ����� ��� ������ ������� �� ����� ���

.���� ���� ������ ������ ������� ������ ����� ���� ���� ����
.����� �� ���� ���� ��� ��� ������ .������� ������� �� ����� ��� ����� ������ �����
���� �������� ������� L �����-�� ��� ,������� �� ���� �������� ������� P �����-�� ���
����� .y ���� �� ����� x ������� ��� y ,����� x �� xIy -� �� I �����-�� ��� ,������ ��
������� ������ �� x, y, z ���� B �� ������� x, y, z ������� ��� E-� B ������ �� �������
������ ������ ���� �� E ���� ������ x, y, z, u ������� ,z-� x ��� ����� y ������� ��� ��� ��

�"� ����� ��� ��� �� ������ x, y, z �������� ����� �� .u-� z ��� ����� ���� y-� x ���
��� u-� ���� ��� xIu ����� ��� �� ��� ��� u-� ������ ����� ��� �� ��� .∃u(xIu∧ yIu∧ zIu)

�"� ������ ��� ���� ��� ������ ����� ������ ��� ��� ����� �� .���
.∀x∀y(P(x) ∧ P(y) ∧ x 6≈ y → ∃z(xIz ∧ yIz ∧ ∀u(xIu ∧ yIu → u ≈ z)))

.������� v-� u ������� ������ ����� ���� .� .������� 1.17������� 1.17������� 1.17
������ ��� ��� ����� ������ ��� �� �� ����� ������ ��� ���� �������� ������� �� ����.�

.����� ����
.������� ���� 1.16 �� �� ������� �� ���� .�

����� �� ����� ������ .F ��� ��� ������� ���� ��� ����� ���� ��� �� ����� ����� �����
�����-�� ��� ���� ��� S-� ���� L = {S,V,+, ·} ��� ���� .���������� (�������) F ����
·-� +-� ,������ ����� ������ �� ����� �����-�� ��� ���� ��� V ,���� ����� ������ �� �����
������ ������� ������ ����� .����� ������ ������ �� ������� �������-��� ������ ����� ��
.������� ���� �� ���� ������ ���� ��� ,���� ����� ����� ���� ����� ������ ��� �� ���������
��� .∀x∀y∀z(F(x) ∧ F(y) ∧ F(z) → x · (y · z) ≈ (x · y) · z) �"� ���� ���� ���� �� ������ ���

.∀x∀y∀z(F(x) ∧ F(y) ∧ V(z) → x · (y · z) ≈ (x · y) · z) ��� ����� ������ �� ���� �����
.����� ������� �� ����� L ���� ���� .� .������� 1.18������� 1.18������� 1.18

�������� ��� ��� ������� �� ������� ����� ���� ������ ��� �� ����� ������ ����� (i)
.�����

.������ ��� ������� ���� ����� (ii)
.( L ���� �� ����� ��� �� ���) ���� ����� ���� ������ ��� (iii)

�������� �� ����� ���� .����� �� ����� ���� ��� F-� ���� {+, ·, <, 0, 1,F} ���� L ��� .�
:����� ������� �� L ���� ���� �������

.����� ������� ��� F .�
.������ ������� �"� ���� F �� ������ ���� .�

.����� ������� ��� F .�
.���� ����� ����� ������ ��� F .�


